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I. INTRODUCTION 
Soit N un groupe de Lie nilpotent stratitie [S, p. 1711. On demontre que 
les espaces de Sobolev non-isotropes Sip, introduits dans [S] sont des 
algebres de Banach pour le produit ordinaire des fonctions lorsque c1 est 
superieur strictement a (p/p) (1 < p < co) oti p designe la dimention 
homogene de N (theoreme 1). On donne ensuite, du point de vue de 
l’analyse harmonique dans ces algebres, un rtsultat de synthese spectrale. 
II. CARACT~RISATION DES ESPACES DE SOBOLEV S; PAR DES INT~GRALES 
SINGULIfiRES POUR O<a< 1 
Un groupe stratij?P N est un groupe de Lie nilpotent reel, connexe, sim- 
plement connexe, que l’on a identifie, par l’application exponentielle, a son 
algebre de Lie et dont la loi de groupe est don&e par la formule de 
Campbell-Hausdorff: 
X*Y=X+Y++[X, Y]+A{[X, [X, Y]+[Y, [Y, xl]}+ ..’ 
De plus, on a la somme vectorielle directe: 
et les relations [V,, Vk]=Vk+r, l<k<m-1, [V,, V,]=O oti [,] 
designe le crochet de Lie. En ce qui concerne la geomttrie de IV, on dispose 
pour tout t >O, de l’automorphisme 6, defini par 6,(X)= 
tX, + t2X2 + ... f t”X, si X = X, + X, + ... + X,, X, E V,, X2 E V2 ,..., 
X, E V,. Dans la suite, ces automorphismes eront appelts dilatations. 
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On se donne une application continue de N dans R + : x H 1x1 qui verifie 
les proprietts suivantes: 
(i) 16,(x)1 = 44, t > 0, 
(ii) I4 = Ix-‘I, 
(iii) 1x1 = 0 si et seulement si x = 0. 
Une telle application s’appelle une norme homog&e (par rapport aux 
dilatations) et il en existe toujours une. Par exemple, on peut prendre 
lx1 = ( f IIXi/l 4 'A2m'! 
\i= 1 / 
oti I\Xi\l dbigne une norme euclidienne de Xi dans Vi. La dimension 
homogene p deja citee dans l’introduction, est la quantite x7=, i dim Vi. 
Soit A un sous-laplacien de N, somme des car& des champs de vecteurs 
associes a une base du sous-espace V, de N; pour tl> 0 et 1 < p < CO 
l’espace de Sobolev non-isotrope d’ordre CI est le domaine de l’optrateur 
non borne A;/’ (de L, dans Lp) muni de la norme du graphe l\fllg= 
l&l/ + /I A$‘(f)ll,. C’est aussi l’espace des f= g * G, oh g E Lp et G, est le 
noyau de Bessel associe au sous-laplacien A [S, p. 177-1921. De plus: 
II gll LP- Ilfll, + IlA;“U-)ll,- Ilfll,+ IIU-A);+~,,. 
( - designe l’equivalence des normes). Rappelons aussi (th. 3.15, p. 182, (i) 
et (iv) de [IS]) que (Id- A);/’ peut etre defini pour toute valeur CI com- 
plexe. De plus, si f appartient aux domaines des operateurs (Zd- A); et 
(Id- A)! pour Re c( < Re /3, alors f appartient au domaine de l’operateur 
(Id- A); pour tout y tel que: 
Recr<Rey<Refl. 
En outre, la fonction y E @H (Id- A); (f) est LP-analytique dans la 
bande Rea<Rey<Rep. 
Toutes ces notions sont detaillees dans [S] et [4], (cf. aussi [3] pour le 
lien avec la thtorie des representations du groupe de Heisenberg). 
Considtrons alors l’integrale 
X(f)(x) = j Cfhp’)-f(x)l G,(Y) 4, 
N 
definie, par exemple, pour CI > 0 et f E s(N) (espace des fonctions differen- 
tiables A support compact). On a la: 
PROPOSITION 1. Soit 1 < p < 00. Pour toute fonction f diffkrentiable ci 
support compact, pour tout x E N, la fonction MH Dh(f )(x) se prolonge 
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analytiquement dans la bande - 1 < Re CI < + 1. De plus, pour 0 < a < 1, 
D’,(~)E LP(N) et IlDL,(f)ll, + Ijfll, est kquivalente ri: 
llW-4;‘2 U)ll,+ Ilfll,~ 
Dkmonstation. D’apres [S, p. 1851, on a, pour Re(cr) > 0 et y # 0, 
oh h(., T) est une densite de probabilite sur N pour tout z > 0. 
I1 en resulte, par le theoreme de Fubini, que: 
On a done, puisque, pour Re c1> 0, l’operateur (Id - A)pXj2 est 
l’opbrateur de convolution par G,: 
[(Zd-d),“‘*(f)-fl(x)=(f* G,-f)(x)=JN(f(x~~‘)-f(~))G,oI)dy 
pour tout XE N et f E g(N). Montrons que l’on peut prolonger analyti- 
quement cette relation de telle sorte qu’elle reste vraie notamment pour 
-l<cc<O. 
D’apres la propriett rappelte ci-dessus, le premier membre f * G, - f a 
un prolongement LP-analytique dans @ car f~ 9 c Sip, tl&; done 
a++ f *G, -f se prolonge analytiquement dans @ pour presque tout x E N. 
Le second membre jN(f(xy -‘) -f(x)) G,(y) dy se prolonge analyti- 
quement pour tout x E N. En effet, G,(y) est un 0( l/l y/O-“) pour ( yl -+ 0, 
et, ce qui est essentiel, on a la formule des accroissements finis (non- 
isotrope): 
If(v ‘) -.f(x)I < CIYI [S, p. 1941. 
D’une man&e precise, le deuxieme membre s’tcrit, pour R > 0: 
s 
G,(y)(f(xy+-f(x))dy=M4+&(4 
N 
ou A ,(a) est l’integrale prise sur lyl > R et A,(U) celle prise sur I yl 6 R. 
Puisque x est fix6 et que f a son support compact, on peut prendre R 
assez grand pour que f(xy -‘) soit nul pour 1 yJ > R et l’analyticitt de A 1 
revient a celle de la fonction: 
1 
ava (I~vl~R)xlo,~C s 
T(“‘~)~ ‘e-‘h( y, z) dt dy, 
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c’est-a-dire, puisque CI H l/r(a/2) est analytique dans - 1 < Re a < + 1, a 
l’analyticite, par rapport a a, de l’intigrale: 
L=j ~(“*)-‘e-~h(y, T) do dy 
(Iv1 > R)xlO.~C 
qui resulte de la convergence absolue de: 
da’*)- *e -‘h( y, T) dz dy, 
obtenue en derivant Z, sous le signe d’integration. 
Pour dtmontrer la convergence de cette integrale et de celles qui suivent, 
nous aurons constamment besoin du lemme suivant (cas particulier de la 
proposition 1.74, p. 59, de [4]): 
LEMME 1. Soit un entier m > 0. I1 existe une constante C, > 0 telle que 
Pon ait les int?galitb suivantes: 
(1) sup I.“, =, h(y, s) 6 C,Sm pour tout s, 0 6 s < 1; 
(2) h(y, z)dC,zmy-p-2”pour touty~NetO<zd~y~*. 
Ce lemme resulte du fait que l’on peut prolonger par continuite 
h(y, s)/s” sur le compact (( yl = 1) x [0, 11 et de la formule d’homogenbitt: 
MY, t)=lYl-“h $j$ . ( ) 
Notons desormais r. y l’image de y E N par la dilatation 6, et posons k = 
suplX, =, h(x, 1). Soit a’ = Re a, on a alors pour I:, la majoration suivante: 
TV ‘e-‘h( y, T) dz 
t(U’i2)-2ep’h (6, *) (yl VP dT] 
Y 
s , 
,.~,,R lyl”‘-pp2 [j:m u(a”2)~2e-~y12uh (6, u) du] dy 
oh K=2 Max(c,, k). 
En effet: 
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d’apres (1) du lemme 1 (pour m = 2) et 
Pour la deuxieme integrale A,(a), nous avons des majorations analogues 
mais son analyticitt par rapport a c(, dans - 1 < Re a < +l, resulte de la 
formule de Cauchy et de la majoration: 
En effet, en reprenant la demonstration de l’analyticite de A,(a) dans 
-1 <Rea< +I, on &-mm we Dz,,(f)(x)=~,.ivlcR Cf(xy-‘)-f(x)1 
G,(y) dy est analytique dans - 1 < Re z < + 1. Pour tout chemin fermt r 
dans - 1 < Re z < + 1, (homotope a un point), on a 
1 
- j Dz,‘(f lb) dz = DZ,,Jf)(x). 
2i7t r z-z0 
Que cette formule soit toujours vraie a la limite, E --+ 0, rtsulte du 
theoreme de convergence dominee, puisque: 
et que GI’ est superieur strictement a - 1. 
En conclusion nous disposons, pour toute fonctionfdifferentiable a sup- 
port compact, de deux prolongements analytiques dans la bande 
-l<Rea< +l 
(a) le prolongement L”-analytique de (Id- d);i2(f) -f (assure par 
le th. 3.15 de [S, p. 1821); 
(b) le prolongement analytique, valable pour tout XEN, de 
AID; = jN Cf(xy-‘1 -f(x)1 G,(Y) 4 
Ces deux prolongements permettent de choisir D’-,(f) comme reprben- 
tant dans Lp de (Id- d);/2(f) -f d ans l’intervalle 0 < c1< 1. De plus, I’& 
quivalence des normes de Banach rtsulte de l’egalite: 
IIW- &;‘*(f) 4, = IlD’,U-)ll,> O<Rect< 1, 
ce qui acheve la demonstration de la proposition 1. 
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Remarque. Soit K un compact qui contient l’origine 0 en son inttrieur 
(0 E IQ, et soient xK et xN,K les fonctions caracteristiques de K et de son 
complementaire N/K. Puisque xN,K .G_,EL’(N) pour tout ol>O, on en 
deduit que la fonction xw jN,K G-,(y). (f(xy-‘)-f(x)) dy est dans 
LP(N). On peut done, dans la proposition 1, ne considtrer que le noyau 
tronque xK. G--a et l’integrale: 
&(f)(x)= j~G~,(y)(f(x:-‘)-f.(J)) dy 
correspondante. 
Soit aussi R, le noyau de Riesz, tel qu’il est defini dans [5], donne par la 
formule: 
1 
R,(Y) = - 5 +cc T(x’2)-%(y, z) dz, y#O. r(Q) 0 
Puisque, pour tout entier k >, 0, h(y, z) = O(zk), z H 0, et que h(y, 7) = 
O(ppp”) pour TM +co, on constate que cette inttgrale converge 
absolument pour Re c( < p. De plus, puisqu’on a la relation h(r . y, r’z) = 
rePh(y, z), le noyau R, est une fonction C” et quasi-homogene d’ordre 
c( - p en dehors de l’origine, (proposition 3.7 de [ 51). On a done 
ou $ est la restriction de R, a la quasi-sphere S, = { lyl = 1 } et y’ le point 
de cette quasi-sphere &gal a y/l y(. De plus I/I( y’) est >O pour tout y’ E S, 
([4, corollaire 8.2, p. 2481). 
Soit II,,, la fonctionnelle delinie, pour toute fonction f~ 9(N), par: 
Da,~(f)(x) = jK L(Y)(~(xY -‘I -f(x)) 4~ 
(L’integrale est convergente pour 0 < CI < 1 et tout x E N grace a l’inegalite 
If(xy-‘)-f(x)1 6 clyl). On a alors la 
PROPOSITION 2. Soit 0 < c( < 1. II existe deux constantes A et B > 0 telles 
que, pour route fonction f dgfhentiable ri support compact, on ait: 
~(IPaJAf )'I, + Ilfll,) < IlD&,K(f MI, + Ilf Ilp < w~~,KwI, f Ilf II,). 
DPmonstration. Ceci rtsulte immtdiatement du fait que les noyaux 
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tronques RK, =xK. R-, et GKa = xK. G-, (0 < CI < 1) different d’un noyau 
qui est dans L’. En effet, pour tout y # 0, 
I(R-,-G-,)(y)1 = (1 -e-‘)~+“~)-‘h(y, z)dt 
s 
+oci 
<c z -“2h(y, T)dz < c’IRI -a,zb)l. 
0 
111. LES ALGeBRES DE SOBOLEV NON-ISOTROPES 
Comme application des propositions 1 et 2 de II, nous avons le: 
TH~ORBME 1. Soit 1 < p < CO. Pour c1> p/p, les espaces de Sobolev non- 
isotropes S:(N) sont des algPbres de Banach pour le produit ordinaire des 
fonctions. 
DLmonstration. Pour a entier on utilise, comme dans [14, p. 10473, la 
formule de Leibniz (ici non-commutative) et les relations des Si entre eux. 
Pour 2p/p < CI < 1, on utilise la caracterisation des Sg ttablie dans II et les 
inclusions de ces espaces dans des espaces de Lipchitz non-isotropes r, (01‘1 
/I = c( - p/p) (lemme 2). 
Finalement, le rtsultat general s’obtient par interpolation. Pour s’en con- 
vaincre, il suhit de considerer la figure suivante: 
1 
T 
Tout point du diagramme de coordondes (l/p, a) tel que p/p < c( < 2p/p 
et CI < 1 peut Ctre sur un segment dont une extremitt A est dans la region 
{ tl < 1 et a 2 2p/p > et l’autre extremitt B dans la region { CY > 1 et CI > p/p}; 
on applique alors sles theoremes d’interpolation multilineaires [ 1, p. 961 
puisque les S,P s’interpolent entre eux par la mtthode complexe [S, p. 1871 
et aussi [12]. 
u entier. Soit k> pfp. Soit I un multi-indice (il, i2,..., ik,) tel que g,= 
fi, zi* . .. fik., Xi, E V,, 1 <j < k’, k’ <k et zb est le champ de vecteur 
invariant a gauche associe A Xi, (i.e., T4 (f)(x) = d/dt f(x . tXi,) ( ,=0, x E N, 
fE%V). 
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L’opkrateur difftrentiel invariant ?I gauche zI est quasi-homogine d’or- 
dre k’(6,(2,) = 82, pour tout s > 0) et il s’agit de dttmontrer que: 
.fI(f- g) E LP(N) si f et g E S{(N). 
On a la formule 
qui r&&e d’une rkurrence immidiate et oh J= (ik,, ik2,..., ik,), I < k’, est 
une sous-suite de I= (iI,..., ik.). La sous-suite J” Ctant formke des indices 
(suivant le meme ordre) de I qui ne sont pas dans J. Si J= I on prend 
J” = (!a &&-) =I: 
Montrons alors que yJ(jJ. fJO( g) E Lp pour JC I. On a 
SP cL”sil-!!!<l<l 
I4 P P’SP 
[S, th. 4.17, p. 1921. 
D’oti deux cas: 
(a) si )J”l/p > l/p (ou JJj/p > l/p) alors ZJ(f) E L” (ou f,4g)fz L”) 
done fJ(jJ. f&) E LP car TJO( g) E Lp (ou g,(f) E Lp). 
(b) (J”(/p < l/p et IJl/p < l/p. Dans ce cas, puisque 
1 k- IJ”l <V&l, 
P P P P 
il existe s tel que (l/p)- (k- lJ”l)/p -C l/s < IJ”l/P 6 l/p done xJO(g)E 
Skp- ,p, c L” et xJO( g) E L”. En prenant r tel que (l/v) + (l/s) = l/p, on vtri!ie 
que X,(f)~L’ (car S[-,,, c SpJoLc L’ et, (l/p) - (IJ”l/p) < l/r < l/p). Mais 
alors, par I’inCgalitC de Hiilder, X,(J). X,*(g) E Lp. 
0 < CL < 1. On a le lemme suivant: 
LEMME 2. Soit 2p/p <a < 1. L’espace S:(N) est une algebre de Banach 
pow le produit ordinaire des fonctions. 
Dtmonstration du lemme. Elle se fait en deux &tapes. Dans la premibre, 
on dtmontre que, pour 2p/p <a < 1, les SC sont des algkbres locales. Dans 
la deuxihme &ape, on passe du local au global par une partition de l’unitt? 
qui permet des sommations partielles suivant des sous-familles de fonctions 
dont les supports n’ont pas de points communs deux g deux (cf. [2, p. 441). 
1 iZre ktape. Soit K un compact de N contenant I’origine en son in&ieur 
(0 E I?). Si I’on dksigne par S i,K Ie sous-espace des fonctions de Si $ support 
dans K, nous avons S&. S& c S{,,. 
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D’apres la proposition 2, on peut utiliser le noyau tronque RK, = 
xK’ RP,; Soient done f et g deux fonctions de S&, que l’on peut prendre 
dans 58(N) qui est dense saris S,P. On a: 
f(xy-‘).g(xy~‘)-ff(x).g(x) 
=(f(xy-‘)-f(x)).g(x)+f(x).(g(xy~’)-g(x)) 
+ (f(xy-‘)-f(x)).(g(xy~‘)-g(x)). 
Pour les deux premiers termes, les majorations sont faciles: 
(1 lj 
N Nf(x)-(g(x~-l)--R(x))R”,(p)d~pdx 
I 1 
UP 
G llfllm (j,jN 
IlP 
RK,(Y). C&t-‘)- g(x)1 4 
de meme: 
G llfll cc . ll&&)ll, d 4lfll J3 . II&~; 
g(x) R~.(.dXw1)-f(41 4 ’ dx 
I > 
i/P 
~cllgllcc~ II& 
Pour le 3ieme terme, on dispose de l’inclusion S; c rD ou /I = c1- p/p. 
L’espace Ta est l’espace de Lipschitz des fonctions continues bornees telles 
que la semi-norme IfIs= Sup,,, (f(xv)-f(x))/lvlP est fmie. [S, 
p. 193-2011. On a done: 
et 
If(xYp’)-f(x)l 6 lfl~lYl”6cllflls~~ w 
d’od 
II j 
RK,(y)Cf(xy~‘)-f(x)l. bdW’)- g(x)1 4 LpCN) 
N il 
d c,llfll s,“. II gll.:. 
En effet, l’integrale JKR-J~)[f(x~-‘) -f(x)]. [g(xy-‘) - g(x)] dy est 
nulle pour x E K* et major&e n valeur absolue par 
qui est finie puisque tl est suptrieur strictement a 2p/p. 
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2ieme &ape. Soit n, la dimention euclidienne de N (no = CT=, dim Vi). 
Pour Ctablir la relation S:(N). S;(N) c S:(N), on va utiliser une partition 
de l’unite par des fonctions fl,, dont les supports sont des quasi-bottles, 
toutes de meme rayon r,,, et cent&es en les points du reseau euclidien 
R, = Z”O. Ceci est possible grace au lemme suivant: 
LEMME 3. La quasi-distance dun point x de N au r&eau R0 est born4e. 
De plus il existe r0 > 0 et un entier M > 0 tels que les quasi-boules B(n, rO), 
n E RO, recouvrent N et ont la propri6tC qu’un x E N n’appartient qu’h M, au 
plus, de ces quasi-boules. 
DPmonstration. Soient r,, r2 ,..., rm des nombres positifs tels que les 
familles de boules (euclidiennes) B’(n,, r,), n, E Zdlm “,; B’(n,, rz), 
n, E Zdim “*;...; B’(n,, r,), n, E Zdim vm, recouvrent, respectivement, Rdim ‘I, 
[Wdim Vz 
>..., Rdim “,. Alors les quasi-boules B(n, rO), n E RO, oti r,, = [rjZrn)! + 
42m)!/2 + . . . + r(2m)!lm] l/W!, recouvrent N (on rappelle que 1x1 = [I?=, 
x$~“‘,,‘~]“‘,~~),), ey ont la propriete qu’un XE N n’appartient qu’a M de ces 
quasi-boules au plus (I’entier M ne dependant pas de x). 
En effet, soit x E N, il existe n, E V, tel que 
Ilx, --nIlI br, (1) 
()I.11 designe les differentes metriques euclidiennes de V, , V2,..., V,). D’autre 
part, les conditions [ V, , I”,] = I’,+, , j = l,..., m - 1, entrainent que les com- 
posantes de n ~ l . x dans V,, V2 ,..., V,,, sont donnees par les equations 
(1)’ (no ‘.x),=x,-n,, 
(2)’ (K’.x),=x,-n2+p,(x,,n,), 
(.I 
Cm)’ (n~‘.x),=x,-n,+p,~,(x,,n,,...,x,-,,n,-,), 
oh PI, pz,...r pm-, sont des polynomes. Ayant choisi n,, n2 ,..., ni tels que 
~I(n-“x)kli drk, k = l,..., i, on choisit ni+ I tel ve (i) IIxi+l +PAXI, n,,..., 
xi2 nj)-n,+,I/ Grj+,, ce qui est possible. 11 en rtsulte que pour 
n = (n,, n2 ,..., n,) E RO, ainsi construit, on a 
d(x, n) = 1x-1. nl < [r$2m)! + y$Zm)!/2 + . + rEm)!/m]1/(2m)! = yo. (*) 
De plus, si Ix ~ ’ nl < r,,, on a, a fortiori, 
IX,--i+P;-,(x~, n,,..., X,+1, nipI)ll <rb 
pour i = l,..., m et il n’existe qu’un nombre fini Mi, i= l,..., m au plus, d’en- 
tiers nj verifiant cette inegalite (Mi ne dependant ni de xi ni de x,, n,,..., 
Xi- , , nip , ). On en conclut qu’il n’existe que M = M, M2 . . . M,, au plus, 
de multi-entiers n = (n,, n,,..., n,) veritiant (*) (M ne dependant pas de x). 
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Remarque. D’apres le lemme 1.3 de [S, p. 1651, il existe une constante 
a > 0 et deux constantes c, et c2 ( >O) telles que 
pour tout 1x1 < 1, oti Il.)/ est une norme euclidienne de W”. Done les 
topologies associees a la quasi-distance d(x, y) = 1x-I . yl (invariante a 
gauche) et a la distance euclidienne [Ix- y/I sont Cquivalentes. En par- 
ticulier, le rtseau R, = P est discret pour la quasi-metrique 1.1. 
Soient rb > r. et II: = B’(n, rb), n E R,, la quasi-boule de rayon t-6 et de 
centre n. De la mCme facon que pour les B, = B(n, ro), on montre qu’il 
existe un entier 44’ tel que tout x de N n’appartient qu’a M’, au plus, quasi- 
boules Bk. 
On peut alors construire une partition de l’unite par des fonctions p,, 
nE&, indtfiniment differentiables, a support dans BL, uniformtment bor- 
ntes ainsi que leurs derivees par rapport aux champs de vecteurs $ XE V, . 
En effet, il suffit de prendre cp E 9(N), supp cp c Bb, cp IB,, = 1, llqll cc = 1 et 
ll&((p)ll, <C pour tout XE V,; puis de poser: cp,(x)=cp(n-lx) 
(supp (P,, = K) et IL = (P,LL~~ (P”, pour tout n E &. 
On montre alors sans difficultb, grace a l’invariance a gauche des p, que 
IIP,II m G 1 et IIRLII m < M’(C + l), pour tout n E R, et tout x E V, . 
Soit K un compact fixe qui contient l’origine en son interieur (0 E k) et 
prenons f et g indtfiniment differentiables a support compact (mais 
quelconque). On a: 
I= ll~,.Ku-. s)ll, 
n t Ro iZERO II > 
Comme Rf, a pour support K et que supp(p,) c BL, il vient: 
I< Rr.(y-‘)CB;f.g(xy)-B,f.g(x)ldy’ II 
DC [ c Xa:.r(X)]“” dx)“‘. 
tlER0 
Cette derniere majoration provient de l’inegalite de Holder 
ALGtiBRES DE SOBOLEV 333 
que l’on applique pour x fix&, aux nombres 
et 
a=XB;,.K(x) 
h= j Rr.(y-‘){B,;f.g(xy)-B,,.f.g(x)}d~ 
N 
en remarquant que x ne peut appartenir qu’a M” ensembles BL. K au plus 
(M” indtpendant de x E N). 
(Pour x E B:, et k E K, les normes euclidiennes des composantes 
(n -~ Ix. k)i 1 d i < m sont borntes independamment de n puisque, par la loi 
de groupe, (K’x. k)i = ki+ (n-Ix);+ Pip (((x-In), ki), et que K est com- 
pact). 
Par consequent (C,?, R0 xB;. K(x))“‘“’ est majoree par (LI~“)~‘~’ et I’on a: 
I” (,,F,, b&K lj, 
I/P 
RK,(y-‘){B,;f.g(xy)-B;f.g(x)) dy 
n 
car, par la 1 iZre ttape de la demonstration du lemme 2, on a: 
ij.+K 1’ P llP dx NR~.(~-‘)(P,,.f.g(.uy)-B,.f.g(x)} 4 11 
oh cb<c[mesure Bb.K]“P jK dy/((ylp+2p’p-g). 
Par des considerations giometriques simples, on montre facilement qu’il 
existe une partition de R. en sous-ensembles M,, 1 < k < k,, avec k, entier 
assez grand, tels que n E M, , n’ E M, et n # n’ implique B:, . K n Bk. . K = @ 
(il suflit, par exemple, de choisir une partition des projections des Bh sur V, 
- qui sont des boules euclidiennes - en sous-familles deux a deux disjoin- 
tes). 
On a done, la permutation de C et de J etant justitite par le theorbme de 
Fubini: 
1 j P~,,Wn~f)l”(x)dx= j
ncRg N N 
( c 14,ULV-,lp(x,) dx 
IIERO 
= .L, l&,A%d-)l”(x)) dx 
= 
j( I 
? c ~a,,APn.f) ’ (xl dx, 
N k=l ?IeM,, I 1 
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car, pour x fix&, il n’y a, au plus, qu’un D&ljn ‘J’)(x) non nul dans une 
somme C,, Mk. 
Appelons mk la fonction C,,, Mi /I,?. La derniere expression s’ecrit: 
kE, ID,,,(m, .J’)I ‘(x)) dx = 2 j ID,,&k. f)l p(x) dx kz, N 
car mk est un multiplicateur de S ,“, 0 < CI < 1 et 1 <k < k,. En effet puisque 
les p, sont uniformement bornis ainsi que leurs d&iv&es par rapport aux 
champs de vecteurs 2, XE I’, , on a: 
llmk ‘fii LP 6 llrnk~I % lifti L.P < ~I.f’li LP 
et 
lI%trnk ‘.f)lIp d i18(mk)il m,ilfi/ LP + ilrnkll x il&f”)li LP 
6 M’(K+ 1 Hfll LY + lmm LY 
pour tout champ de vecteurs 8 et toute f E LT. Les fonctions mk, 
1 <k < k,, sont done des multiplicateurs de Lp = S,P et de Sf; le cas 
general, 0 < CI < 1, s’en deduit par interpolation. 
IV. UN RI%ULTAT DE SYNTHI~SE SPECTRALE DANS LES ALGBBRES S,P 
Soit L un opitrateur differentiel hypoelliptique d’ordre I par rapport aux 
dilatations et invariant a gauche sur N. 
Puisque V, engendre l’algebre de Lie de N, un tel operateur s’ecrit 
pour tout multi-indice de la somme (linie) 1 et, de plus, il existe au moins 
un multi-indice 1, tel que I1,l = 1. 
Soient 9’(N) l’espace des distributions dual de 9(N) et ‘L le transpose 
formel de de L (i.e., l’optrateur differentiel qui satisfait a JN(L$). $(x) dx 
= jN+. ‘L(cp)(x) d x P our toute fonctions II/ et cp de g(N)). 
Puisque N est nilpotent, L et ‘L ont des coefficients polynomiaux par 
rapport aux derivations euclidiennes d/dxi, 1 < i< no et leurs ittrees; ils 
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sont done analytiques et l’on peut leurs appliquer les thtoremes d’existence 
de solutions d’tquations aux d&iv&es partielles (cf. [7]). 
En particulier, si Q est un ouvert de N( x WO), L admet une solution fon- 
damentale E E W(O x Q) qui verifie: 
(a) E(., .) est C” en dehors de la diagonale de Q x 52, 
(b) L(.) E(., y) = 6, et ‘L(.) E(x, .) = 6, (oti 6, et 6, sont les masses 
de Dirac en x et y), 
(c) EE L,&(S2 x Q). 
Notons M(Q) l’espace des distributions T solutions, dans Q, de 
l’equation LT=O. De meme si K est un compact de N, notons M(K) 
l’espace des distributions T solutions, au voisinage de K, de LT= 0. 
Enfin on note, pour 1 < p < co, X”(K) = M(8) n LP(K) oh Z? designe 
l’interieur de K. On a alors, comme dans [9] (ou les operateurs differen- 
tiels sont elliptiques), le theoreme suivant: 
Theoreme 1. Soit 1 < p < 00, l/p + l/p’ = 1, et soit L un operateur diffe- 
rentiel invariant a gauche, dordre I par rapport aux dilatations, hypoellipti- 
que ainsi que son transpose. Alors les conditions suivantes sont equivalentes: 
(1) Jlr( K), identifie a une partie de Lp( K), a pour adherence M!‘(K) 
dans Lp( K). 
(2) 9(K) est dense dans (Slp’)K, sous-espace des fonctions de SIP’ (N) a 
support dans K. 
(3) 9(N\K) est dense dans (S[,),,R, sous-espace des distributions de 
SP,( N) a support dans Njk. 
(4) (T, f) = 0 pour tout TE (SP,),,k et toutefE (Sp’),. 
Comme d’apres III, l’espace S:‘(N) est une algebre pour I> p/p’, ces con- 
ditions sont, dans ce cas, autant de criteres de synthbse spectrale pour l’en- 
semble ferme N’& Autrement dit, pour I> p/p’, si l’une des conditions du 
theoreme 1 est satisfaite, tout ideal de l’algebre S:(N) de fonctions qui s’an- 
nulent sur le ferme F= N’$ a pour adherence, dans S:(N), l’ideal (ferme) 
de toutes les fonctions qui s’annulent sur F. Soit Re sK l’application de res- 
triction f ti f/K et soit J@(K) l’orhogonal, dans la dualite entre LP(K) et 
LP’(K), de Re s,(M(K)). Soit aussi 7L l’extension de 'L a g’(N) delinie par 
('L(T),cp)= ( L(q)) pour toute TEE' et toute VEX. La 
demonstration des equivalences du theoreme 1 resulte alors du theoreme de 
Hahn-Banach et du lemme (essentiel) suivant (oti L verilie les hypotheses 
du thboreme 1): 
LEMME 1. L’operateur ‘L envoie (S/“), sur JV’( K). De plus, la restric- 
tion de 7L a (Sp’), est un isomorphisme despaces de Banach. 
336 GEORGES BOHNKE 
Montrons comment la demonstration de ce lemme dans le cas elliptique 
([9, p. 12331, un peu succinte) s’adapte au cas hypoelliptique. 
Tout d’abord l’application ‘L: (Sf’)K + Nl(K) est bien delinie car: 
(*W), Re dg)) = (‘WI g> = CL W =O 
pour toute f E (Sp’), et toute g E JV( K). 
En effet, d’apres les theoremes de regularite des optrateurs hypoellipti- 
ques invariants A gauche (cf [6] et lo]), on a ‘L(~)E Lpd, et, comme tout 
optrateur differentiel diminue les supports, supp ‘L(f) est c K done 
‘L(f) E L@(K). 
De plus, Lg = 0 par definition de N(K) et, comme L est hypoelliptique, 
g est C”. L’application est injective car ‘L est deja injectif sur a’(N). Elle 
est aussi surjective. Soit U E NL(K) et notons i7 la fonction prolongte par 
zero hors de K. On a 8 E LP’(N). 
Dtlinissons la distribution TE W(N) par: 
CT, cp> = @(x), (E(x> Y), Y(Y)>> 
pour toute cp E g(N). Montrons que ‘LT= 0. On a: 
(‘L(T), cp> = CT, Lc(cp)> = a <J% Y), UCPNY))) 
= ( ox, <‘LJ% .I, cp > > 
= oL&? cp>> 
=ohPcp pour toute cp e LB(N). 
D’oti ‘LT= 0. De meme, on a: 
L(.KE(.> Y), P(Y)> = cp 
et (E(., y), q(y)) E .,4(K) si supp cp c N\K, ce qui entraine supp Tc K. 11 
nous reste a montrer que TE Slp’( N), mais cela resulte de la regularite de 
l’operateur ‘L (cf. [6] et [lo]). En effet, il existe, pour tout x E K, un voisi- 
nage I/, (dans N) tel que: 
II Tll Sf( V,) G c.xll~ll LP’( V,) G Cxll VI LP’(K). 
Par un recouvrement Iini du compact K par des voisinages I’,,, I’,,,..., 
VXk, il vient: 
G Cll Ull b”‘(K), 06 C=k. Max C,. l~j<k 
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L’application (‘L) - ’ qui est bijective de l’espace de Banach X’(K) dans 
l’espace de Banach (S,p’)K et qui est continue d’aprb l’inegalite precedente 
est done bicontinue. 
EXEMPLE D'APPLICATION DU T&OR&ME 1. Considerons la quasi-boule 
B(x, r)= {vi Ix-‘yl <r>, d e centre x, de quasi-rayon r > 0. L’interieur fi de 
B est tvidemment la quasi-boule ouverte { y E N 1 Ix-‘yl < r >. 
Par translation A gauche, on peut supposer le centre sit& a l’origine. 
Supposons aussi L quasi-homogene t d’ordre 1 par rapport aux dilatations 
6,, s > 0. On a done, par definition: 
pour toute cp EJV~(B,) et tout t >O. Done, pour O< t < 1, la fonction 
cpI = (~06, s’annule sur le voisinage S,,,(B,) de B, et, par le theoreme de 
convergence dominee de Lebesgue, 11~~ - rpll Lp(B,) + 0 lorsqueOf -+ 1; ce qui 
revient a dire que Jlr(B,) est dense dans JP(Br) ou que N/B, est de syn- 
these spectrale dans l’algebre S;‘(N), M > p/p’. 
Remarquons que cet exemple s’applique a to&e norme homogene 1.1 defi- 
nie sur N. 
Rappelons (cf. lemme 1.3 de [S] ) que la topologie associee a la quasi- 
distance d(x, y) = Ix-‘yl est la topologie euclidienne habituelle. Soit F un 
ferme dont le complimentaire N\F est borne pour cette topologie et soit 8 
la fonction quasi-distance a F detinie par a(x) = inf,. F d(x, y) pour tout 
x E N. On a alors le theoreme suivant de regularisation de 8 (extension au 
cas non-isotrope d’un theoreme bien connu de Whitney): 
TH~ORI~ME 2. II existe une fonction a, de support la fermeture de N\F, et 
deux constantes c\ et c; strictement positives telles que: 
(a) c; g(x) < 8(x) 6 c;a(x), pour tout x E N. 
De plus, pour tout operateur dlj@rentiel D, invariant a gauche, quasi- 
homogene dordre k, il existe une constante ck > 0 telle que: 
(b) [Da(x)1 < c~(~(x))‘~‘, pour tout x E N. 
Demonstration. Pour tout ensemble E, on note diam E = supXe E,yt E 
d(x, y) le quasi-diambtre de E et dist(E, E’) = infxeE,ycE’ d(x, y) la quasi- 
distance de E a un autre ensemble E’. 
Pour dtmontrer le thtoreme, nous allons utiliser un recouvrement adapt& 
a la geometric de N de l’ouvert borne Q = N\F. Soit R, = Z”O le reseau deja 
considere au III (n, dimention euclidienne de N) et prenons r > 0 assez 
grand pour que la famille F0 de quasi-boules B(x, r), x E R,, recouvre N (ce 
qui est possible car la quasi-distance 8(x, R,) est born&e pour x E N). 
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Pour k E Z, soit Fk = {8p-k(B)(B~ &} la dilatee de la famille F0 par la 
dilatation 6 p -k (ou p est la dimension homogene de N). 
Remarquons qu’il existe un entier A4 tel que tout x E N n’appartient qu’g 
M quasi-boules au plus de F0 (cf. partie III). De plus, par automorphisme 
6,, s > 0, cette propriete se conserve pour toutes les familles FS = 6,JF0) 
avec le m&me entier A4 (on effectue un “changement d’tchelle” non-iso- 
trope). 
On peut alors adapter la mtthode de [ 13, p. 1671, en considerant les 
ensembles uivants: 
gk= {yEDIb,k~<acy,nP\~)~b,,k+‘}, ou k varie dans Z et h est un 
nombre que l’on lixera plus loin. On a evidemment Q = UkSbWk. La famille 
suivante: 
vtritie les proprittes suivantes (cf. [4, p. 5, lemme 1.671, dans un contexte 
plus general): 
0) UBE.*/OB= Q; 
(ii) il existe une constante c; telle que diam B < dist(B, N’$2) 6 cl? 
diam B, pour B E A0 ; 
(iii) il existe un entier M, tel que tout x E N n’appartient qu’a M,, au 
plus, quasi-boules B de ,A&,. 
Montrons d’abord (ii). Soit BE A$; il existe ke Z tel que BE Fk et 
BIT%?~ # @ d’oh, puisque diam 6,(A) = t. diam A, on a, pour tout 
xE Bn%$,: 
dist(B, N’@) < dist(x, N’$2) d b. pek+’ 6 c; diam B, ou C; = b./diam B, 
et B, = B(0, r = ro). 
Pour l’intgalite dans l’autre sens, notons, pour simplifier l’tcriture, 
G=N\Q. On a, pour XE B: 
4x, G)6c(d(z, G)+d(x, z)) 
pour tout z E B (on rappelle qu’il existe c > 0 tel que d(x, y) d c(d(x, z) + 
d(z, y)), d’apres [S, p. 1651) ce qui entraine, en choissisant x E Bn %$: 
dist(B, G) 2 (l/c)(d(x, G)) - diam B > (l/c) d(x, G) - p -kdiam B, 
>(l/c)pmmk--ppkdiam B, 
en prenant b = 2c diam B,. 
> diam B, 
Montrons maintenant i). D’apres ii), on a (Jet h B c 52. Montrons que 
U BEa BIQ En effet, pour tout kEZ, N= UBEg B (car 6,-k est un auto- 
morphisme), done si y E Sz, il existe k E Z tel que y E 9Tk et, pour cet indice, il 
existe B E Fk tel que y E B, ce qui revient a dire que BE A%$, et contient y. 
ALGkBRES DE SOBOLEV 339 
11 reste a montrer iii). Comme x n’appartient qu’a un nombre link au 
plus M, (independant de x et de k) de quasi-boules de &, ceci resulte de ce 
qu’une quasi-boule B contenant x de 4 n’appartient qu’a une reunion linie 
U#= j,, Fk oh j, -j, est indipendant de B (car Bn %Zk = 0 si bpPk+’ < 
diam B ou si bp -’ > (c; + 1) diam B; d’aprb ii)). 
Soit allord cp une fonction indtfiniment differentiable telle que q(x) = 1 
sur B,={~x~<r,=~}, q(x)=0 si x$B-,=6,(B,) et 06cpdl. Soient 
(Pi = cp 06,~~ pour tout kE Z et qe= (P~T=-~ ou 2,-k est la translation a 
gauche par z - ’ et B la quasi-boule de centre z et de rayon pk. rO. On a, par 
definition de la quasi-homogeneitb: 
lD’cp,(x)l 6 c,(diam Bk)-“’ 
pour tout operateur differentiel quasi-homogene d’ordre I et pour 
B,= (Ix1 dpk.q,}. 
De plus, si D’ est invariant a gauche, on a, pour toute quasi-boule B de 
rayon r,pk: 
ID’cp,(x)l < C,(diam B)-I”. 
Pour achever la demonstration du thtoreme 2, il s&it, comme dans [ 13, 
p. 1711, de definir 8 par 
8(x) = c (diam B) . cps(x) 
BE.& 
qui est une somme linie pour tout x E N. De plus, en posant: 
J&= (B/lkEh, BEFk,,, B n %$ # (211, comme prectdemment on 
demontre que A’i verifie les proprietts i), ii), et iii) de do. I1 existe done 
M2 tel que 
mG 1 (diam B) < M, d(x, N\Q), 
BE &,.PB(x~ f 0 
et, pour BE ukt,, x E B, 
d(x, N\Q) d c; diam B. 
d’ou la double inegalite: 
d(x) 
- < &) < M,c?(x). 
c; 
5X0/63/3.6 
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On a alors le theoreme suivant d’approximation: 
TI-&OR&E 3. Soit K un compact de N dinttrieur non vide. Soit 
1 < p < oc, et supposons l’hypothese suivante: 
(R) il existe trois constantes n/l,, c0 et s ( >O) telles que 
s lx-,y,<c If(y)l”dy~~o c I$I1ICrn 
&““[ ,x-lJ,, <sc my)’ p dy 
pour 0 < E < Ed, f E (Sk), et x E aK, frontiere de K. 
Alors, pour tout entier I > 0, toute fonction f E (S&,)k est approximable, en 
norme S:(N), par une suite de fonctions de 9(K). 
Demonstration. D’aprb le thtorbme 2, il existe une regularike 8 de la 
fonction distance a(x) = d(x, N’$) pour la quasi-mbtrique d(x, y) = Ix-‘yl 
qui verifie, pour des constantes c’,, c; et ck, kE N, 
et 
I~~TJ(x)I 6 c,,,(a(xp'i 
pour tout opkrateur differentiel X’ = fi, . . f,,,, k = 111, Xi, E V, , 1 f j 6 k. 
Soit h une fonction indtliniment differentiable sur iw telle que h(t) = 0 si 
t<$ et h(t)= 1 si t2 1. 
Posons b&x) = h(z(x)/e). On a: 4, E 9(k) et 
4,(x) = 1; 
si acx) 6 C~,~. e 
si acx) 2 c2. E, 
de plus, I$?@,(x)l < c”,,, E- “I, x E N, Z= (iI, i, ,..., ik). 11 sufht, pour demon- 
trer ces dernieres estimations, de raisonner par recurrence n appliquant la 
formule de Leibniz d z(h($(x)/s) = dh/du (J(x)/&) 2(8(x)/s). En effet, on en 
deduit que z’ (4,) est une somme de termes de la forme g-‘((dh/du)(a(x)/.e) 
~-r”~(~(x)/e) oti gJ(dh/du(8(x)/s)) t es un O(E-‘~‘) par hypothese de recur- 
rence et (l/s) fJof(a(x)) est un (I/E) O(s-IJol) sur l’ensemble {xl a(x) 6 
CUE}, puisque 2’4, = 0 pour atx) B CUE. Soit alorsfe (Sk),, 1 entier 3 1, et 
posons f, = 4, .f; Montrons que {f8}o<E GEg est born&e dans S{(N) et que 
f, jLp f, E + 0. D’apies la formule de Leibniz, toute derivte fffe,, 111 6 1, 
s’icrit comme somme linie de termes de la forme x-‘4E. fJof, oti 
lJ+.Zoj = 111. De plus, TJd; zJy est, pour 1~ IJI, supportee par L,= 
{xEkIa(x)<c2s), done: 
I~Jq&+‘flP (x) dx<c,p’J’ s IJ’?of(x)lPdx. Le 
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Pour estimer cette derniere integrale, on recouvre N par une famille de 
quasi-boules de rayon cZs qui ont la propriete (M) qu’un point x E N n’ap- 
partient qu’a M quasi-boules au plus. Une telle famille SC existe, il suflit de 
considerer la famille &, introduite precedemment, et de lui faire subir une 
dilatation convenable. De plus, comme on l’a deja remarque, le nombre A4 
est independant de E. Soient done zk les centres de ces quasi-boules qui ont 
une intersection non vide avec L,. La distance de zk a aK est au plus ~CC~E, 
done il existe yk E aK tel que d( y,, zk) < 2~~~s et l’on a les inclusions 
mf, C2E) c NY,, w + c) CZE) 
et 
B(y,, (2c2 + c) C2E) c B(z,, (2c3 + 3c2) CZE). 
Done les quasi-boules B(y,, us) (a = (2~’ + c) c2) recouvrent L, et ont la 
propribte qu’un x E N n’appartient qu’au plus a M, (ind&wndunt de E) de 
ces quasi-boules. 
It&ant la relation (R) un nombre de fois igal a IJI = 1- lJol (done au 
plus 1 fois si IJ,I = 0, ce qui est possible car f~ (Sk) on obtient que: 
< My c $lP s (v, lx < ES’U I~KW’d~ IJI < III < IJlm 
6 My(M’) &‘“l”llfllg.~ 
des que E assez petit, ou M’= MJ~. 
On en deduit qu’il existe une constante M > 0 telle que 
De plus, les estimations prtddentes appliquees avec lJ0l = 0 et a la fonc- 
tion f-f8 (qui est supportee par L,) donnent: 
pour 0 <E <Ed et une constante M, > 0. Puisque (fE}EGEO est bornee dans 
S;(N) et que f, + f dans Lp, il existe une suite { fE,} j E N qui tend faible- 
ment vers f dans SR. 
Une application du theoreme de Banach-Saks (cf. [ 11, p. SO]) permet 
den extraire une sous-suite dont la moyenne arithmetique tend fortement 
vers f dans S;, ce qui acheve la demonstration du theoreme 3. 
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Application ci la synthPse spectrale 
ler cas. 1 < p < p. 
Dtfinissons la capacitt de Bessel, B,,,(A) d’ordre a > 0, dun ensemble A 
en posant: 
od T(A)= (f~L~1 fa0 et f*G,(x)> 1 pour tout XEA (cf. [8]). 
Soit r > 0. Posons r,,, = UOGsGr S,(C), ou C est un sous-ensemble de la 
quasi-sphere { 1x1 = 1 }, et appelons cone de sommet x, le translate xrr,= = 
r x,r,Z . 
On dtmontre, comme dans [S], que, si d= p - ap est >O, il existe deux 
constantes m, et m2 ( >O) qui ne dependent que de C, et telles que 
ml rd 6 B,,p(rr,z) 6 m2rd (*I 
pour 0 < r < 1. Comme la capacitt est une fonction d’ensembles invariante 
par translation, il en est de m&me pour r,,,,z pour x E N. 
Maintenant, on peut dtmontrer, comme dans [9, lemme 2.101, (avec des 
variantes techniques dues a la loi de groupe nilpotente) l’inegalite: 
B,,p(B(x, e)\suppf) [,Ym,.V, <EIs(Y @ 
ou M, et s sont deux constantes >O et f E SP(N). 
Par consequent si, pour tout x de la front&e aK, on a 
B,,JB(x, E)\K) 2 ~~~~~~ 
(M, > 0), l’hypothese (R) du theorbme 3 est veritiee. 
En particulier, cette hypothese est veritiee si le compltmentaire de K pos- 
s&de la propriete du cone, a savoir: pour tout XE i?K, il existe un cone 
r X,E,XcXj, tout entier dans la quasi-boule B(x, E) et, de plus, la constante m, 
de (*) est minoree par y > 0, pour x E dK. Dans UT’, (m = l), ceci se traduit 
par un &on& de synthbse spectrale: les fermt% ayant la propritW du cbne 
(habituelle) sont de synth&se spectrale dans ralgebre de Sobolev Lkp(lW’), 
k > n/p. 
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2eme cas. p>p. 
Dans ce cas, on dtmontre qu’il existe M7 > 0 telle que 
pour tome fonction f E 9(N), tout x E N. 
Done si 1 > p/p, a fortiori on a Zm > p/p et les fonctions de S&,(N) sont 
continues et celles qui sont a support dans K s’annulent pour x E 8K, ce qui 
entraine, en utilisant (B), que l’hypothese (R) du theoreme 3 est toujours 
vraie dans ce cas. 
En particulier, tous les compacts, d’interieur non vide, ont la propriete 
d’approximation du thtoreme 3, et, pour m = 1, on en dkduit que, Palg2bre 
de Sobolev Lf(R”), 1 > n/p, est de synthPse spectrale. 
N.B. Je remercie chaleureusement le Referee, pour ses critiques pertinen- 
tes et ses suggestions qui m’ont et6 fort utiles. 
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